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1 Zielsetzung und Definition

Um zu verstehen, warum fiir die punktweise Konvergenz der Fourierreihe einer Funk-
tion die Stetigkeit der Funktion nicht hinreichend ist, wollen wir ein Gegenbeispiel ei-
ner stetigen Funktion finden, deren Fourierreihe in (mindestens) einem Punkt nicht
konvergiert.

Wir werden zunichst einen Kandidaten fiir eine solche Funktion aufstellen und dann
der Reihe nach die verschiedenen Kriterien tiberpriifen, die Stetigkeit, die Periodizitat
und die Divergenz der Fourierreihe in einem Punkt.

Wir definieren zundchst fiir n € IN folgende Hilfsausdriicke:

B Z”; sin(k x
k=1 k

Auflerdem definieren wir eine Folge natiirlicher Zahlen:

Qn(x) :=2sin(2n x) hy(x) (1)

N;=2"  jeN )
Unsere eigentliche Funktion f : R — R sieht dann folgendermafien aus:

) N; .
le ):Z 2 sin (2N x) Zsm 3)
:l

j=1/ k=1

2 Stetigkeit der Funktion

Bei unserer Funktion f handelt es sich um eine unendliche Reihe stetiger Funktionen.
Wir zeigen zuerst (in mehreren Schritten) die gleichméfiige Konvergenz dieser Reihe.
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Behauptung 1 Es Qibt K € R, so dass fiir alle x € [0, 7t] und alle n € W gilt |h,(x)| < K.
Kurz, hy, ist unabhiingig von n beschrinkt im Intervall [0, 7t|.

Beweis:
Man betrachte die Ableitung;:

W, (x) = Zn;cos(kx)
k=1

Nun benutzen wir den Dirichlet-Kern im Reellen:

n

Du(x):= ) exp(ikx) =1+2 icos(kx)
k=—n k=1

Mit der , Randbedingung” 1,,(0) = 0 konnen wir so die folgende Beziehung aufstel-
len:

X
() = 5 /O Dy(1)dt — 3 fir x € [0,7

Wir kennen bereits eine Abschatzung fiir dieses Integral (Vortrag tiber den Dirichlet-
Kern):

X
0< / D,(t)dt < 27 fiir x € [0, 71
0

Da 0 < § < 7, folgern wir mit der A-Ungleichung, dass |, (x)| < 271 im Intervall
1 U

Behauptung 2 Die unendliche Funktionenreihe Z ]lz gn; (x) konvergiert gleichmiiffig auf R.
j=1
Beweis:

Aus der vorhergehenden Behauptung und der Definition (1) folgt sofort, dass auch
gy auf [0, 7r] beschrankt ist. Wir finden gemafl Behauptung 1 eine Schranke K € R, so
dass |g,(x)| < 2K fiir alle n € N und x € [0, 7t]. Da g, eine gerade Funktion ist (Es ist
Produkt zweier ungerader Funktionen), gilt |, (x)| < 2K auch fiir x € [—7, 1] und, da
gn 2m-periodisch, sogar fiir x € R.

(o]

Damit finden wir eine konvergente Majorante von f, namlich Z - 2K.
j=1
Also konvergiert die Reihe gleichmafSig. U

Wir folgern, dass f als Grenzwert der unendlichen Reihe stetig ist, da alle Glieder der
Reihe stetig sind. Auflerdem ist f beschrankt und 27r-periodisch.

IDiese Schranke ist offensichtlich recht grob gewahlt, reicht aber fiir unsere Zwecke vollkommen aus.
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3 Fourierreihe und Divergenz

Um die Fourierreihe von f zu finden, werden wir nun einige trigonometrischen Um-
formungen auf g, durchfiihren:

2 sin(2n x) sin(kx) = cos ((2n — k) x) — cos ((2n + k) x) 4)
Dies leitet man ab aus der Formel
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(p),
die man zweimal auf die rechte Seite von (4) anwendet:
cos ((2n — k) x) — cos ((2n + k) x)
= (cos(Zn x) cos(—kx) — sin(2n x) sin(—k x)>

- (cos(Zn x) cos(k x) — sin(2n x) sin(k x)>
= 2 sin(2n x) sin(k x)

Damit konnen wir

=Y % (cos (211 — k) x) — cos (211 +K) %))

k=1
B i cos((2n—k)x) i cos ((2n + k) x)
= k k=1 k
B Z”Z_f cos(ix) % cos(j x) 5)
= 2n—t o ] 2n

schreiben. Die Indexverschiebungen zeigen: Wir haben cos-Terme im Frequenzbereich
n bis 3n, wobei nur die Frequenz 2n fehlt.

Folgende Rechnung zeigt uns, dass die Frequenzbereiche zweier aufeinanderfolgen-
der Reihenglieder von f keine Uberschneidung haben.

Nij1 = o(j+1)* _ 9/ +2j+1 _ N D2+ > 93 N;>3-N;

Wir sehen also, dass fiir jedes k € IN der Faktor cos(k x) hochstens einmal in der Reihe
f auftaucht. Wir konnten z.B. fiir eine geignete Folge (a,,), .y die Reihe f folgenderma-
Ben schreiben:

(o] Nj+1*1

f@) =Y. Y acos(kx) ©

j=1 k=N;

Dabei sind die ax = 0 fiir k = 2 N und fiir k mit 3 N; < k < Njy1, fiiralle j € IN.
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Sei {1,cos(kx),sin(kx) | k € N\ {0}} ein Orthonormalsystem, desbeziiglich wir die
Fourierreihe von f bestimmen wollen. f konvergiert gleichméfiig, somit konnen wir
die Integrale in die Reihe ,hineinziehen”. Die Sinus-Koeffizienten werden alle sicher 0
sein, die Cosinus-Koeffizienten entsprechen den a; (wie oben).

f(x) ~ Su(x Zakcos kx)

k=1

Man konnte also sagen, dass die Fourierreihe der , ausgepackten” Reihe f entspricht.

Behauptung 3 Die Fourierreihe von f konvergiert in 0 nicht punktweise gegen f.

Beweis:

Es ist klar, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist. Es gibt dann zu
jedem & > 0 ein ng mit |S,,(x) — S, (x)| < € firr m,n > ny.

Wir zeigen nun, dass fiir beliebig grofies 1o und N; > ng die Differenz in (7) nicht
beliebig klein wird (fiir ny grofs genug). Offensichtlich gibt es zu jedem ny € IN ein
j € N, so dass N; > no.

2N;
SZN].(O) — SN Z ay COS kO Z aj (7)
k=Nj+1 k=Nj+1

Wie diese Summe konkret aussieht, tiberlegen wir uns mit Hilfe der Cosinus-Darstel-
lung von g, in (5) und der Definition von f in (3) sowie den bisherigen ﬂberlegungen
zur Gestalt der Fourierreihe (fiir gewisse k ist a; = 0):

2N; 2N LNl
Yo = ) ER D ®
k=Nj+1 k=Nj+1 2 2N;j 2N~k ]2 ok

Um eine geeignete Abschédtzung fiir diese Summe zu erhalten, benutzen wir die fol-
gende Behauptung.

Behauptung 4 Sei f : [1,00[— R eine monoton fallende Funktion, sei n € IN. Dann gilt:

> /ln f(x)dx

Beweis:
Man definiert eine Treppenfunktion

f:l,0[— R, f(x)=f(lx]) mitlx] € Nund |x] <x< [x]+1.

Da f monoton fallend ist, so gilt f(x) < f(x) Vx € [1,00[. Man integriert beide
Funktionen, und es gilt fiir n € IN:

n n o n—1
[ fodx < [ fds = X o)

(Man vergleiche mit dem Beweis fiir das Cauchy’sche Integralkriterium.) U

4
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Alw =
T

N| =

Bl

Abbildung 1: Die linke Rechtecksumme wird durch das Integral der Funktion nach un-
ten abgeschatzt. Die abgebildete Funktion ist x — y = %

Wir wenden nun diese Behauptung auf (8) an:

Nj-1

1 &1 1 Njde 1 1 2

~ —z.—/ X L og (N) = = log (207)) = log 2 )
]2k:Zlk 2L x 7 g (N)) 2 8< > g

Also ist SzNj(O) — SN].(O) > log2 Vj € IN. Damit ist S,,(0) keine Cauchy-Folge, demnach
auch nicht konvergent. Weil somit die Fourierreihe nicht konvergiert, hat sie sicher kei-
nen Grenzwert, der gleich f(0) wére. O

4 Abschliefsende Bemerkungen

Wir haben nun also mit der Funktion f eine stetige, 27t-periodische, beschrankte Funk-
tion gefunden, deren Fourierreihe in mindestens einem Punkt (ndmlich in 0) nicht
(punktweise) konvergiert.

Dies zeigt uns, dass wir fiir punktweise Konvergenz der Fourierreihe noch stirkere
Bedingungen (z.B. holderstetig oder stiickweise stetig differenzierbar) an die Funktion
stellen miissten, bzw. nicht die Konvergenz der Fourierreihe, sondern einer abgeleiteten
Reihe (z.B. der Fejér-Mittel) betrachten miissten.
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